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超楕円体の回転を用いた固有空間の補間
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あらまし 異なる �つの固有空間からその間の固有空間を滑らかに補間する手法を提案する．観測される複数のパ

ターンを特徴空間中の多次元正規分布として統計的に表現することにより，観測時のノイズにロバストなパターン認

識を行う研究が盛んに行われている．また，例えば撮影角度の変化にロバストな顔認識のように，撮影角度をパラメー

タとしたパターンの系列を扱う場合には，パラメータが連続的に変化するのに対して，パターンの観測が離散的にし

か行われないことは認識性能を低下させる要因となる．提案手法は，多次元正規分布の補間を高次元空特徴空間内の

超楕円体の回転として表現することにより，異なる固有空間の間を滑らかに補間するものである．実験では，様々な

光源環境下で撮影された顔画像群を多次元正規分布として表現し，顔向きの異なる正規分布間を補間することにより，

提案手法によって固有空間が滑らかに補間されていることを示す．

キーワード パラメトリック固有空間，部分空間，補間，回転行列，多次元正規分布
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�� は じ め に

観測される複数のパターンを特徴空間中の多次元正規分布と

して統計的に表現することにより，観測時のノイズにロバスト

なパターン認識を行う研究が盛んに行われている．アピアラン

スベースのパターン認識において，部分空間法 ��� は，照明変

動や物体の姿勢変化などの観測ノイズが発生する環境における

高精度な認識を可能とし，これに関連する様々な研究が報告さ

れている ���� ���．しかしながら，認識時の観測ノイズが学習時

に想定したものよりも大きな変動を持つ場合，その認識性能は

低下する．一方，パラメトリック固有空間法 ���は，学習段階に

おいて，物体の姿勢や光源方向などのノイズをパラメータとし



て制御することにより，認識対象の物体を表現する多様体を固

有空間内に形成する．これによって，変動の大きなノイズを取

り扱うことが可能となる．このとき，パラメータが連続的に変

化するのに対して，観測パターンは離散的に取得されないため，

隣接する観測パターン間を何らかの方法で補間することにより

滑らかな多様体を形成する．しかしながら，この手法では，学

習時にパラメータとして制御されないノイズに対しては，十分

な認識性能が得られない．以上のように，観測時のノイズは学

習時に制御可能なものと制御不能なものに大きく分けられる．

我々は，パラメトリック固有空間法で観測パターン間を滑らか

に補間するように，異なる �つの部分空間や固有空間の間を滑

らかに補間することができれば，制御可能なノイズにはパラメ

トリック固有空間法のアプローチを，制御不能なものには部分

空間法のアプローチを用いるような新しい認識のフレームが実

現できると考える．

そこで本稿では，�つの固有空間の間を滑らかに補間する手

法を提案する．我々は，多次元正規分布の情報を多様体上の各

点に持たせることによって，学習時にパラメータとして制御さ

れないノイズに対してもロバストなパラメトリック固有空間法

の新しいフレームワークを提案してきた ���．文献 ��� では，物

体の姿勢変化をパラメータとした多様体を形成する際に，物体

の各姿勢について，切り出し位置ずれや回転，動きぶれなどの

ノイズを付加した学習画像群の平均ベクトルと共分散行列を計

算しており，共分散行列間の補間を行う際には，単純に行列の

各要素を補間するアプローチをとっている．固有空間の補間に

対してもこのアプローチは適用可能であるが，この場合には固

有値・固有ベクトルから共分散行列を計算し，共分散行列間を

補間した後，補間された共分散行列の固有値・固有ベクトルを

計算するといった処理を補間を行う度に必要であり，効率的で

はない．多次元正規分布の等確率密度の点の集合は超楕円面を

形成し，楕円体の姿勢（主軸の方向），主軸の長さは共分散行

列の固有ベクトル，固有値にそれぞれ関係する．提案手法は �

つの固有空間からその間を内挿，あるいは外挿する固有空間を

超楕円体の主軸の回転と伸縮によって直接算出するものである．

�次元空間に限れば，物体の回転による姿勢の補間に関する

研究は，コンピュータグラフィクスやコンピュータビジョンの

分野において，古くから盛んに研究が進められている．そこで

は，一般的にクォタニオンと呼ばれる数が用いられ，これを用

いることによって �次元物体の姿勢の補間などの処理を効率的

に行うことができる �	�� �
�．一方，�次元以上のより高次元の

空間内での回転や姿勢補間に関する研究の報告は少ない ���．こ

れは，我々が �次元空間に存在しており，そのような解析への

需要が少ないことが主な理由であると考えられる．しかし，パ

ターン認識の分野で取り扱う特徴空間の次元は数百，数千にま

で及ぶこともあり，高次元空間内における回転や姿勢補間には

意義があると考える．

続く，��では高次回転行列の対角化を用いた補間について述

べる．また，その幾何学的意味を考察し，単純な図形の姿勢補

間の例を用いて，高次元空間内の物体の回転に対する理解を深

める．提案手法の詳細は，��で述べる．��では，実データを用

いた実験によって提案手法による固有空間の補間の妥当性を検

証し，��で本稿をまとめる．

�� 高次回転行列の補間

�� � 回転行列の対角化

� 次の実正方行列 �� が以下の条件を満たすとき，�� は回

転行列となる．

����
� 
 ��

�
�� 
 ��� ������� 
 � ���

�� は � の転置行列を，�� は � 次の単位行列を表す．また，

��は �次のユニタリ行列 �� と複素数の対角行列 �� を用い

て以下のように対角化できる．

�� 
 ������
� ���

ここで，�� は�の複素共役転置行列を表す．また，任意の実

数 �について，以下の式が成り立つ．

��
� 
 ����

�
��

� ���

��
� は � �
 � �
 �のときに ��を内挿する回転を，それ以外の

ときに外挿を表す．つまり，任意の ��が与えられたとき，��

を一度計算するだけで，��の内挿と外挿が簡単に計算できる．

�� � 対角化の幾何学的な意味

回転角度パラメータ ���� � � �
 ��を用いた � 次回転行列

�����は，以下のように対角化できる
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ただし，��� 
 ��� ��	 ��� �（オイラーの等式，���� � 
 ����� 
 �）

であり，
 は 
 の複素共役を表す．さらに，実数 � に対して

�����
� 
 ������となるから，�����

� 
 ������が成り立つ．

��の固有方程式は，� 
 ��（偶数次元）のとき，絶対値 �の

�組の複素共役解を持ち，� 
 ����（奇数次元）のとき，�と

絶対値 �の�組の複素共役解を持つ ���から，式 �の ��は�次

のパラメータベクトル � 
 ��� � � � � �� �
 �� � 
 �� �� � � � ���

を用いて，以下のように表現できる．
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図 � � 次元立方体の姿勢補間

また，式 �は以下のように表現できる．

����� 
 ���������
� ���

つまり，式 �の ��
� は ������ の形，すなわち単なる角度パ

ラメータベクトルの補間として計算できる．

さらに，
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ここで，� 
 ��� �のとき，
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また，� 
 �� のときの ��
����，�� � は，式 
 と同様に式 ��，

�� の � 行目と � 列目を削った形となる．回転行列全体の集合

は乗算に対して群を作るから，����
�� は式 �を満たす回転行

列 ��
�� に変換可能であり，����� は実数の回転行列のみを用

いて以下のように表現することができる．

����� 
 ��
��

��
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��� ����

この表現を用いることにより，回転行列を補間する際のメモリ

効率，計算効率の向上が期待できる．ただし，補間結果は，式

�の単純な対角化を行ったときと等価である．��
����は �個

の独立な回転平面による回転を表し，ある回転が他の回転平

面による回転に影響を与えることはない．つまり式 ��は，あ

る固有の姿勢への回転 ��
��，互いに独立な回転平面での回転

��
����，もとの姿勢に戻す回転 ��

��� の � つの回転によって

�����を表現している．

�� � �次元立方体の回転

上記の回転行列の補間を用いて，�次元の立方体の姿勢補間

を行った．キーフレームとなる �つの姿勢を回転行列として与

え，その間の姿勢を連続的に補間し，�次元空間に透視投影し

たものをワイヤフレーム表示することにより可視化した．キー

フレームとして与える姿勢を��，�� とすると，その間の任意

の姿勢�� は以下の式で表せる．

�� 
 ���������� ����

ここで，���	��� 
 �	��
� である．この式は回転行列の線形

補間に相当しており，これを用いて双 �次補間や �次補間も同

様に定義できる．�を �から �まで変化させたときの �次元立

方体の姿勢補間の様子を図 �に示す．回転している様子をわか

りやすくするために頂点の１つに関して，その軌跡を描画して

ある．

�� 超楕円体の回転を用いた固有空間の補間

�� � アプローチ

多次元正規分布の等確率密度の点の集合は超楕円面を形成す

る．提案手法は，�つの異なる多次元正規分布が与えられたと

き，補間したい分布の平均ベクトルと共分散行列の固有値，固

有ベクトルを，楕円体の中心の移動，主軸の伸縮，姿勢の回転

を用いて，図 �に示すように滑らかに補間する．平均ベクトル

に関しては，単純な楕円体の中心の線形補間を行うものとする．

一方，共分散行列の固有値，固有ベクトルは，主軸の伸縮，姿

勢の回転を考慮して補間する．固有ベクトルは楕円体の姿勢，

すなわち主軸の方向に，固有値は主軸の長さに関係する．

ここで，�つの楕円体の間の補間を考えたとき，楕円体の間

の主軸の対応付け方法がその組み合わせ数だけ存在することと，

楕円体が対称図形であるためにある �つの主軸が形成する回転

平面での回転角が �� 
��
は任意の整数�の形で無数に表現で

きることから，一般的にそれらの間を補間した楕円体は一意に

定めることはできない．これに対して，本稿では楕円体の主軸

の伸縮による形状変化を最小とするような主軸の対応付けを選

択することによって楕円体の補間方法を一意に定める．なお，

上記の主軸の対応付けの妥当性に関しては，本稿では次節の実

験結果を用いて示すのみに留めるが，今後，より適切な対応付

け手法の検討や対応付けの理論的な妥当性の検証が必要である

と考える．

�� � アルゴリズム

�を �次元の平均ベクトル，� を � � � の共分散行列とし

て，�つの多次元正規分布を ���������，���������で表す

とき，任意の実数 �によってその間を内挿，あるいは外挿した

���������を以下のように算出する．
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図 � 超楕円体の補間

�� �� � 平均ベクトルの補間

�� は，単純な線形補間を用いて以下のように算出する．こ

れは楕円体の中心の補間に相当する．

�� 
 ��� ���� � ��� ����

�� �� � 固有値・固有ベクトルの補間

��，�� の固有値，固有ベクトルは楕円体の主軸の長さ，

姿勢の情報をそれぞれ持っている．��，�� の各固有ベク

トルを列ベクトル ��� � ����� 
 �� �� � � � � �� として並べて作

成した行列を，それぞれ 	�，	� とし，そのときの固有値


�� � 
���� 
 �� �� � � � � �� を並べたベクトルをそれぞれ 
�，
�

とする．これらに対して，以下の操作を行う．

��	
��� 補間による楕円体の形状変化を最小とするような �

つの楕円体の主軸の対応付けを行うために，	�，	� 内の固有

ベクトルを固有値の大きい順に並べ替え，	�

�，	
�

� を得る．ま

た，
�，
� 内の固有値もそれに合わせて並べ替え，
�

�，

�

� を

得る．

��	
��� 固有ベクトルの符号の不定性を解決することを目的

として，対応付けられた主軸の間の角度の絶対値が 

�
以下とな

るように，� 
 �� �� � � � � � について ��

��
�
��

�� � � ならば，��

��

の方向を反転する（各要素の符号を反転する）．

��	
��� 	�

�，	
�

� が式 � を満たし，楕円体の姿勢を表す回転

行列となるようにするために，����	�

�� 
 ��ならば，��

�� の

方向を反転する．同様に ����	�

�� 
 ��ならば，��

�� の方向を

反転する．

�� の固有値 
���� 
 �� �� � � � � ��を以下のように算出する．
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また，固有ベクトルを列ベクトルとして並べた行列 	� を以下

のように算出する．

	� 
 ��������	
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ここで，������� 
 	
�

�	
�

�

� である．また，�� は以下のよう

に算出できる．

�� 
 	�
�	�
� ��
�

ここで，
� は 
���� 
 �� �� � � � � ��を対角要素とする対角行列

である．

�� 実画像を用いた検証実験

様々な光源環境の下で異なるカメラアングルから撮影された

顔画像群を使用して，多次元正規分布の補間に関する実験を

行った．光源環境の変化を観測時のノイズと考え，カメラアン

グル毎に顔画像群を多次元正規分布として表現し，それらの間

の分布を補間する際，提案手法を利用する場合と利用しない場

合での補間精度を比較することにより，提案手法の妥当性と有

効性を検証した．

実験では顔画像データベース �����  ��� !���"��� #$ ����

を使用し，��種類の光源環境下，�つのカメラアングルから撮

影された � 人の人物画像の顔領域を切り出し，それぞれ �� ×

�� ピクセルに伸縮して用いた．図 � に実験に用いた �つのカ

メラアングルからの画像の例を示す．

はじめに，画像の画素値を並べたベクトルを全画像について

作成し，それらを主成分分析することにより，�� 次元の低次

元特徴空間を作成し，各画像をその特徴空間内のベクトルとし

て表現した．次に，カメラアングル毎に多次元正規分布を作成

し，それらの間を補間して得られる分布とそれらのちょうど中

間のカメラアングルから実際に得られた画像群の分布の間の距

離を計算した．距離尺度には，分布間距離として一般的に用い

られるバタチャリア距離 ����を用いた．提案手法の比較手法と

して，文献 ��� で用いられている手法と同様，次式のように単

純に共分散行列の各要素を線形補間する手法を用いた．

�� 
 ��� ���� � ��� ����

なお，補間処理の実装や実験で用いた行列・数値計算，画像処

理にはソフトウェアライブラリ%&'( ����を使用した．図 �に，

提案手法 �)*�+���� ,��-���，比較手法 �%��-����によって

�を変化させながら補間した分布と実際の分布との間の距離を

示す．また，図 �に提案手法によって補間された固有ベクトル

の一部を画像化したものを示す．

図 �より，提案手法によって補間された分布は，ちょうど中

間の � 
 ���付近において実際の分布に最も接近していること

から，提案手法による分布間補間の妥当性が示された．また，

その距離が比較手法によって補間された分布のものよりも小さ

いことから，分布間を回転を用いて補間することの有効性が示

された．

図 �より，主観的な評価ではあるが，第 �固有ベクトル（図

中最右列）以外に関しては，提案手法による固有ベクトル間の

補間が概ね良好に行われたと考える．第 �固有ベクトルに関し

ては，固有ベクトル間の対応付けがうまくいかなかったと思わ

れるため，今後，より適切な固有ベクトル間の対応付け手法の

検討が必要であると考える．

�� む す び

本稿では，超楕円体の回転を用いた固有空間の補間手法を提

案した．提案手法は，多次元正規分布の等確率密度面が超楕円

面となることから，�つの楕円体の間の姿勢の回転，主軸の伸

縮を考えることにより，�つの固有空間の間の滑らかな補間を



図 � 実験に用いた画像の例
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行うものであった．実画像を用いた実験の結果，提案手法によ

る固有空間の補間の妥当性を確認できた．

今後は，楕円体の主軸間，固有ベクトル間の対応付けに関し

て，より適切な方法の検討，パラメトリック固有空間法や部分

空間法による実際の認識問題への提案手法の適用を行っていき

たい．また，本稿では回転の �次補間のみを扱ったが，�次ス

プライン補間等のより高次の補間についても検討したい．
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